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　　摘　要 : 　网络最短路径问题可以作为许多实际应用问题的模型 ,但传统的求解算法其迭代过程复杂.本文描述

了基于矩阵乘法的最短路算法 ,其时间复杂度与 Dijkstra算法相同.在给定的一个网络图中 ,在不改变网络图中的最短

路的条件下 ,删除“多余”的结点或边 ,可以达到简化网络图和提高求解速度的目的 ,从而降低计算复杂性.最后 ,研究

了该方法在最短路径问题和旅行商问题中的应用.实例表明 ,这种算法与传统的动态规划技术相比 ,具有运算简便、易

于理解的优点.
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Abstract :　Shortest Path Problem in network can be acted as a model for many application problems ,but the iteration process

of the conventional solution algeorithm is complex. In this paper ,the shortest path algorithm based on the matrix multiplication in a

weighted2graph are described ,and its time complexity is as same as Dijkstra algorithm. In a given network graph , this algorithm

delete spare nodes or edges and reach the goal that reduced network graph and improved speed of solving problem under the condi2
tion of unchanged shortest parth. Finally ,we give examples ,e . g. Traveling Salesman Problem ,shortest path problem ,to illistrate its

advanteges ,possessing merits of simple operation and easy understanding ,compared with dynamic programming technology.

Key words :　matrix multiplication ;shortest path problem ; reduced principle ; traveling salesman problems

1　引言

　　日常生活和生产中许多问题都可以用一个网络来

描述.例如 ,交通网络 ,计算机网络 ,工程进度网络 ,生物

信息网络和互联网等[1～4] .对于诸如最短路径问题、最

小费用问题 ,最大流问题等经典网络优化问题的解决 ,

除了比较成熟的动态规划[5 ]技术外 ,一些新的进化算

法 ,包括蚁群算法、人工神经网络和遗传算法被提

出[6 ,7 ] .传统的 Bellman 动态优化算法可以求解最短路

问题 ,但这种算法需要很大的空间 ,最好和最坏的情况

下的时间差不多相同.虽然它在规模比较小的时候 ,可

以很好的解决问题 ,但是 ,随着问题规模的扩大 ,Bellman

动态优化算法就显得无能为力.文献[ 8 ]扩展了线性代

数中的矩阵运算 ,定义了矩阵和与积的概念及运算 ,通

过这种方法 ,可以把求最短路转化为矩阵的运算 ,计算

简便、有效.文献[10 ]用实例证明了著名的 Dijkstra算法

在时间依赖的网络上不能有效地求解最短路径问题 ,给

出了时间依赖的网络的定义和模型 ,给出一种实用反馈

式神经网络来求解时间依赖的网络的最短路径问题.并

用模拟实验验证了它在不同的网络更新时间区间上收

敛速度的稳定性.结果是神经网络求解非 NP2难解类优
化问题的一种新尝试.本文介绍了基于矩阵乘法运算的

最短路算法 ,并考虑了该算法的时间复杂度 ,研究了它

的应用.

2　算法的描述

　　动态规划是求解许多重要应用问题的关键技术 ,可

以高效地解决许多用贪心算法或分支定界方法无法解

决的问题.但该方法比较抽象 ,难于理解.下面利用“矩

阵乘积”运算求解最短路问题.不难看出 :新方法比动态

规划方法运算简便 ,容易理解.

　　例 1　图 1表示从起点 A 到终点 E之间各点的距

离 ,求 A 到 E的最短路径.

用动态规划方法不难求得从起点 A 到终点 E的距
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离为 19 ,从A到 E的最短路径为A ϖB2 ϖC1 ϖD1 ϖE.

下面举例来说明“矩阵乘积”运算求解最短路问题

的方法.我们把求A ϖE的最短路分解为四个阶段 A ϖ

B ϖC ϖD ϖE来求解.每一个阶段可以用一个矩阵来表

示 ,我们称之为权矩阵 ;而相邻阶段的最短路用权矩阵

乘积运算来计算.如 A ϖC可以看成 A ϖB的权矩阵和

B ϖC的权矩阵的乘

积 ,这里的矩阵乘法

和普通矩阵乘积运

算的区别是 :普通矩

阵乘积其对应元素

是相应元素乘积的

代数和 ,这里把元素

相乘改为相加 ,元素的代数和改为取小运算 ,如果不同

层节点间没有连接 ,则视它们之间的距离为无穷大.如

果是求极大 ,改为取大运算 ,此时如果不同层节点间没

有连接 ,则视它们之间的距离为零.

以图 1为例来解释这个算法.

A ϖB的权矩阵为 :

B1　B2　B3

A(2　5　1)

B→C的权矩阵为 :

　C1　C2　C3

B1

B2

B3

12 14 10

6 10 4

13 12 11

则A ϖC的权矩阵为 :

(2 ,5 ,1)

12 14 10

6 10 4

13 12 11

= (11 ,13 ,9)

A ϖD的权矩阵为 :

(11 ,13 ,9)

3 9

6 5

8 10

=(14∧19∧17 ,20∧18∧19) =(14 ,18)

最后得到A ϖE的最短路 : (14 ,18)
5

2
= 19.因此 ,

A ϖE的最短路为 19 ,其最短路径为A ϖB2 ϖC1 ϖD1 ϖ

E.

下面我们给出基于“矩阵乘法”求解最短路的算

法 :

第一阶段 :计算出图中从起始点到终点最短路的

长度.

step1　划分出该网络图中的层次关系 (网络划分

为 N层 ,起点为第一层 ,终点为第 N层) ;

step2　依次给出从第 i 层到第 i + 1层的权矩阵 ( i

= 1 ,2 , ⋯, N21) ; (若第 i 层有 m个顶点 ;第 i + 1层有 n

个顶点 ,则从第 i 层到第 i + 1 层的权矩阵为 m 3 n

阶) .

step3　按照我们定义的矩阵乘法计算出最短路的
数值.

第二阶段 :寻找最短路所经过的中间点.

(利用第一阶段中 step2的数据)计算出从第 i 层到

终点的最短路 ,对比与 i21 层到终点的最短路 ,从而确

定出第 i层上最短路所经过的顶点 ( i = 2 , ⋯, N21) .

注 :该算法的复杂度与Dijsktra算法的复杂度相同 ,

都为 O( n2) ,具有运算简便、易于理解的优点.

3　算法的应用

　　下面我们给出该算法在网络最短路问题和旅行商

问题中的应用.

例 2　如图 2所表示的网络 ,连接各点的线段上的

数字表示它们之间的弧长.我们从 A 出发要走到目的

地 G,问经过哪些点 ,走什么路线使得总路程最短.

　　文献[9 ]给出用动态规划求解的方法 ,这里用前面

介绍的“矩阵乘法”来求解.由于

(5 ,3)
1 3 6 ∞

∞ 8 7 6

6 8 ∞

3 5 ∞

∞ 3 3

∞ 8 4

2 2 ∞

∞ 1 2

∞ 3 3

　　　·

3 5

5 2

6 6

4

3
= 18 .

因此该网络最短路长度为 18 ,且其最短路径为 :

A ϖB1 ϖC2 ϖD1 ϖE2 ϖF2 ϖ G.

注意 :在用矩阵乘积确定最短路的过程中 ,如有多

条路径的长度都取相同值 (最小值) ,则这个网络存在

多条最短路.

例 3　旅行商问题 ( TSP)是计算机算法中的一个经
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典的难解问题 ,已归为 NP一完备问题类.围绕这个问

题有各种不同的求解方法 ,已有的算法如动态规划法、

分支限界法、回溯法等 ,这些精确式方法都是指数级

O(2 n)的 ,根本无法解决目前的实际问题 ,贪心法是近

似方法 ,而启发式算法不能保证得到的解是最优解 ,甚

至是较好的解释.

旅行商问题一般表述为 :已知 n 个城市之间的相

互距离 ,现有一个推销员必须遍访这 n个城市 ,并且每

个城市只能访问一次 ,最后又必须返回出发城市.如何

安排他对这些城市的访问次序 ,可使其旅行路线的总

长度最短 (这里以 n = 5为例) ?

(1)若旅行商由 A 出发 ,先到 B 城市 ,采用矩阵算

法求解如下 :

　　　　(2) (3 ,5 ,1)

4 6 ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ 4 3 ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ 6 3

·

3 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ 3 ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ 6 ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ 6 ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ 4 ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 4

5

2

5

7

2

7

= 15

最短路径为 :A ϖB ϖE ϖC ϖD ϖA.

(2)若旅行商由 A出发 ,先到 C城市 ,采用矩阵算

法求解如下 :

　　　　(7) (3 ,4 ,6)

5 1 ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ 5 3 ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ 1 3

·

3 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ 3 ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ 1 ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ 1 ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ 5 ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 5

5

2

5

2

2

2

= 16

最短路径为 :A ϖC ϖB ϖ E ϖD ϖA.但该路径长度
大于 (1)中所求最短路径 ,因此从全局来看 ,旅行商从 A
出发先到 C城市这一走法无全局最短路径.

(3)若旅行商由 A出发 ,先到 D城市 ,采用矩阵算
法求解如下 :

　　　　(2) (5 ,4 ,3)

3 1 ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ 3 6 ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ 1 6

·

6 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ 6 ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ 1 ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ 1 ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ 3 ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 3

5

7

5

2

7

2

= 15

　　从上述计算中可以发现有 2 条路径均最短 ,分别
为 :A ϖD ϖC ϖB ϖE ϖA和A ϖD ϖC ϖE ϖB ϖA.

(4)若旅行商由 A出发 ,先到 E城市 ,采用矩阵算
法求解如下 :

　　　　(5) (1 ,6 ,3)
3 5 ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ 3 4 ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ 5 4

·

4 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ 4 ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ 5 ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ 5 ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ 3 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 3

2
7
2
2
7
2

= 15

6951 　　电　　子　　学　　报 2009年



　　最短路径为 :A ϖE ϖB ϖC ϖD ϖA.

4　网络图的简化

　　在求解网络图的最短路问题中 ,适当地删除结点

或边 ,可以简化图 ,这样可以简化计算复杂度 ,提高求

解速度.简化的基本原则是不改变原来网络图中的最

短路.

在文献[7 ]中 ,用遗传算法求得图 8 中从 S 点到 D

点的最短路径.这里我们给出一种新算法.即在求最短

路的过程中 ,可以把某一层中不可能用到的结点或边

删除.

删除结点的原则如下 :

　　(1)从始点出发不过该结点 ,通过其他结点完全可

以到达下一层的所有各个结点 ;

(2)从始点出发过该结点到下一层的路径最长.

删除同层结点间的边的原则如下 :

从上一层结点到下一层的结点不必通过某两结点

之间的边也可以到达 ,且通过该边的路程是较长的 ,则

这样的边可以删除.

如图 8 中 ,结点 5 可以删除 ,因为通过 5 到达下一

层的路径明显多于其他路径.同时结点 3 ,4之间的边以

及 2 ,3之间的边都可以删除.删除以后的网络图如下 :

　　下面用矩阵乘法求关于图 9的最短路.在图 9中 ,

(45 ,65 ,50)
15 40 17 ∞ ∞ ∞
∞ ∞ 29 35 250 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ 27 62

·

130 ∞ ∞ ∞ ∞

147 194 ∞ ∞ ∞

∞ 60 150 ∞ ∞

∞ ∞ 20 88 61

∞ ∞ ∞ 220 58

∞ ∞ ∞ ∞ 136

89 ∞ ∞

14 220 ∞

∞ 72 ∞

∞ 54 71

∞ ∞ 161

72

16

∞

= (60 ,85 ,62 ,100 ,77 ,112)

·

130 ∞ ∞ ∞ ∞

147 194 ∞ ∞ ∞

∞ 60 150 ∞ ∞

∞ ∞ 20 88 61

∞ ∞ ∞ 220 58

∞ ∞ ∞ ∞ 136

89 ∞ ∞

14 220 ∞

∞ 72 ∞

∞ 54 71

∞ ∞ 161

72

16

∞

= (190 ,122 ,120 ,188 ,135)

89 ∞ ∞

14 220 ∞

∞ 72 ∞

∞ 54 71

∞ ∞ 161

72

16

∞

= 208∧208∧∞= 208.

从而有两条路径的长度为 208 ,但由于图中存在跨

层的结点连接 ,还需要计算跨层的结点间的路径长度 ,

因此它们不一定是最短路.不难看出另有一条从结点

14到 20的边 ,长度 22 ,故又可以得到另一条路的长度

计算如下 :
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(45 ,65 ,50)

15 40 17 ∞ ∞ ∞

∞ ∞ 29 35 250 ∞

∞ ∞ ∞ ∞ 27 62

·

130 ∞ ∞ ∞ ∞

147 194 ∞ ∞ ∞

∞ 60 150 ∞ ∞

∞ ∞ 20 88 61

∞ ∞ ∞ 220 58

∞ ∞ ∞ ∞ 136

(22)

= (60 ,85 ,62 ,100 ,77 ,112)

130 ∞ ∞ ∞ ∞

147 194 ∞ ∞ ∞

∞ 60 150 ∞ ∞

∞ ∞ 20 88 61

∞ ∞ ∞ 220 58

∞ ∞ ∞ ∞ 136

(22)

= (190 ,122 ,120 ,188 ,135) (22) = 212∧144∧142∧210∧

157 = 142.其路径是 :1→3→8→14→20.

5　结束语

　　最短路径问题一直是计算机科学、运筹学、地理信

息科学等学科的一个研究热点 ,经典的图论与不断完

善的计算机数据结构及算法的有效结合使得新的最短

路径算法不断涌现.近年来 ,随着对组合优化问题的深

入研究 ,很多进化算法 ,包括蚁群算法、人工神经网络

和遗传算法被用于求解有关最短路径问题.本文基于

“矩阵乘法”运算 ,提出了一个求解网络中最短路径的

算法 ,该算法与Dijsktra算法具有相同的时间复杂度 ,并

把该算法应用于求解最短路径问题和旅行商问题 ,实

例表明该方法具有运算简便、易于理解的优点 ,既可以

作为教学内容讲授给学生 ,也可以提供给科研工作者

直接使用.
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